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作业、答疑与考试

作业 每学完一章交一次，自选 5道题。手写，不接受迟交。

习题 /答疑课 大约每两周一次，时间待定。

课堂小测 大约每月一次，时间待定。

期中考试 2026年 11月 22日（周日）（暂定）
具体时间、地点待定。

具体安排以课程网页通知为准。
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本学期的内容

第 1章 向量与预备知识

第 2章 线性方程组

第 3章 行列式

第 4章 矩阵

第 5章 线性空间

第 6章 线性变换

第 7章 内积空间及变换

第 8章 实二次型
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例 1：线性方程组与矩阵乘法

五个未知量的线性方程组



x1 + 2x2 − x3 + x5 = 7,
2x1 − x2 + x4 = 4,
x2 + 3x3 − x5 = 6,
−x1 + x3 + 2x4 = 10,
x1 + x4 + 2x5 = 15.

对应的矩阵表示

©­­­­­­­­­«

1 2 −1 0 1
2 −1 0 1 0
0 1 3 0 −1
−1 0 1 2 0
1 0 0 1 2

ª®®®®®®®®®¬︸                     ︷︷                     ︸
A

©­­­­­­­­­«

x1
x2
x3
x4
x5

ª®®®®®®®®®¬︸︷︷︸
x

=

©­­­­­­­­­«

7
4
6
10
15

ª®®®®®®®®®¬︸︷︷︸
b

.

本例A可逆， x = A−1b = (1, 2, 3, 4, 5)T .
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例 1：用逆矩阵计算解

©­­­­­­­­«

x1
x2
x3
x4
x5

ª®®®®®®®®¬︸︷︷︸
x

=
1
70

©­­­­­­­­«

9 25 7 −12 −1
29 −5 7 8 −11
−13 −5 21 −6 17
11 15 −7 32 −9
−10 −20 0 −10 40

ª®®®®®®®®¬︸                                       ︷︷                                       ︸
A−1

©­­­­­­­­«

7
4
6
10
15

ª®®®®®®®®¬︸︷︷︸
b

=
1
70

©­­­­­­­­«

70
140
210
280
350

ª®®®®®®®®¬
=

©­­­­­­­­«

1
2
3
4
5

ª®®®®®®®®¬
.

第一行的计算：

x1 =
9 · 7 + 25 · 4 + 7 · 6 − 12 · 10 − 1 · 15

70 = 1.
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例 1：线性方程组与矩阵形式

设电阻、二极管的单价分别为 x元、y元。

采购记录 电阻 二极管 总价

第一次 2个 1个 8元

第二次 1个 2个 7元

每次采购对应一个方程：{
2x + y = 8,
x + 2y = 7.

矩阵形式： (
2 1
1 2

)
︸   ︷︷   ︸
系数矩阵A

(
x
y

)
︸︷︷︸
未知向量x

=

(
8
7

)
︸︷︷︸
常数向量b

, Ax = b.

解为 x = 3, y = 2：电阻单价 3元，二极管单价 2元。
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例 2：空间站与地球上的坐标系

比较同一时刻飞船 P的位置：地面与空间站使用不同的原点和坐标轴。

地球

xE
yE

zE（北）

−−→OP

xS
yS

zS

−→SP

O
S空间站

P飞船

地心地固坐标系 E
原点 O：地球中心。
坐标轴随地球转动。

空间站局部坐标系 S
原点：空间站。
xS：背离地心。
yS：沿本例轨道切向。
zS：与 zE同向。

−−→OP︸︷︷︸
地心到飞船

=
−→OS︸︷︷︸

地心到空间站

+ −→SP︸︷︷︸
空间站到飞船

.
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坐标轴的方向与转换矩阵

地球

xE

yE

xS

yS

O, zE

S, zS

从北极上方俯视，⊙ 表示指向纸面外。

局部坐标轴在地球系中的方向

xS ∥ +yE , yS ∥ −xE , zS ∥ +zE.
三个单位方向依次作为矩阵的列：

R =
©­­«
0 −1 0
1 0 0
0 0 1

ª®®¬ .
对同一个位移 v，

[v]E = R[v]S.
即 (a, b, c)T ↦−→ (−b, a, c)T。
[v]E：地球系分量。
[v]S：空间站系分量。
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同一艘飞船，两套位置坐标

设空间站在地球系中的位置为

t = (0, 6800, 0)T km.

飞船在空间站系中的位置

pS = (2, 3, 1)T km.

先转换轴方向，再加上原点位置：

pE =
©­­«
0 −1 0
1 0 0
0 0 1

ª®®¬
©­­«
2
3
1

ª®®¬︸             ︷︷             ︸
RpS = (−3, 2, 1)T

+ ©­­«
0

6800
0

ª®®¬︸ ︷︷ ︸
t

=
©­­«
−3
6802
1

ª®®¬ km .

位置坐标的转换
pE = RpS + t
原点不同，需要平移。

同一位移的坐标转换
[v]E = R[v]S
位移只需转换轴方向。
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例 3 屏幕颜色与线性组合

观察
每个像素由红、绿、蓝子像素组成。
调节三个通道的光强，可以改变颜色。

只亮红通道 eR = (1, 0, 0)T
只亮绿通道 eG = (0, 1, 0)T
只亮蓝通道 eB = (0, 0, 1)T
三通道同时亮 (1, 1, 1)T

在线性光强模型中，c = reR + geG + beB。
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RGB 三圆图：三种光的叠加

红

绿 蓝

黄 品红

青

白

区域 线性组合 RGB向量

红 eR (1, 0, 0)T
绿 eG (0, 1, 0)T
蓝 eB (0, 0, 1)T
黄 eR + eG (1, 1, 0)T
品红 eR + eB (1, 0, 1)T
青 eG + eB (0, 1, 1)T
白 eR + eG + eB (1, 1, 1)T
分量依次表示红、绿、蓝通道的归一化光强。
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改变系数：配色与调光

固定红通道，逐渐增加绿通道： eR + geG。

1 (1, 0, 0)T + 0 (0, 1, 0)T
= (1, 0, 0)T

g = 0

1 (1, 0, 0)T + 1
4 (0, 1, 0)T

= (1, 14 , 0)T
g = 1

4

1 (1, 0, 0)T + 1 (0, 1, 0)T
= (1, 1, 0)T

g = 1

红、绿通道同时减弱，保持 1 : 1的比例：

1 (1, 0, 0)T + 1 (0, 1, 0)T
= (1, 1, 0)T
原光强

1
2 (1, 0, 0)T + 1

2 (0, 1, 0)T
= ( 12 , 12 , 0)T
各通道乘 1

2

1
4 (1, 0, 0)T + 1

4 (0, 1, 0)T
= ( 14 , 14 , 0)T
各通道乘 1

4
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两种光的配色限制

假设只有红光和青光，调节它们的强度 a, b ⩾ 0。

a
©­­«
1
0
0

ª®®¬ + b
©­­«
0
1
1

ª®®¬ =
©­­«
a
b
b

ª®®¬ .

目标：黄色 (1, 1, 0)。
这里，绿通道总是等于蓝通道。

把同一个问题写成方程：

©­­«
1 0
0 1
0 1

ª®®¬︸ ︷︷ ︸
A

(
a
b

)
︸︷︷︸

x

=
©­­«
1
1
0

ª®®¬︸︷︷︸
y

.
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例 4 R2 中向量的旋转

将向量 v = (1, 1)T绕原点逆时针旋转 90◦。

x

y

−1 1 2

1

O

vRv

90◦

旋转矩阵

R =

(
0 −1
1 0

)
.

R
(
1
1

)
=

(
−1
1

)
.

对任意向量：

R
(
x
y

)
=

(
−y
x

)
.

旋转改变向量的方向，保持向量的长度。
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R2 中向量的横向拉伸

对同一个向量 v = (1, 1)T，将 x坐标加倍，y坐标保持不变。

x

y

1 2 3

1

O

v Sv

横向拉伸矩阵

S =

(
2 0
0 1

)
.

S
(
1
1

)
=

(
2
1

)
.

对任意向量：

S
(
x
y

)
=

(
2x
y

)
.

横向拉伸通常同时改变向量的长度与方向。
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图像旋转与矩阵

原图 逆时针旋转 90◦

以图像中心为原点，y轴向上。
对每个点的位置向量应用同一个 R。

(x, y) ↦−→ (−y, x).

旋转矩阵

R =

(
0 −1
1 0

)
, R

(
x
y

)
=

(
−y
x

)
.

例如：(1, 1) ↦−→ (−1, 1)。
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矩阵乘法，记录连续的操作

先把图形横向拉伸为两倍，再逆时针旋转 90◦。

S =

(
2 0
0 1

)
, R =

(
0 −1
1 0

)
.

v =

(
1
1

)
S↦−−→ Sv =

(
2
1

)
R↦−−→ R(Sv) =

(
−1
2

)
.

R(Sv) = (RS)v, RS =

(
0 −1
2 0

)
.

使用列向量时，RSv表示先做右边的 S，再做 R。
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变换的复合通常不满足交换律

S：沿固定水平方向拉伸两倍。 R：逆时针旋转 90◦。
原图

v = (1, 1)T

先拉伸，再旋转

RSv = (−1, 2)T

先旋转，再拉伸

SRv = (−2, 1)T
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例 5：图与邻接矩阵

无向图 G
1 2

34

邻接矩阵 A

A =
©­­«
1 2 3 4

1 0 1 1 0
2 1 0 1 0
3 1 1 0 1
4 0 0 1 0

ª®®¬.
行、列都按顶点 1, 2, 3, 4排列。

定义：邻接矩阵

第 i行、第 j列：顶点 i, j之间有边记 1，无边记 0。

{1, 3} 是一条边 =⇒ a13 = a31 = 1.
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路径图、圈图与完全图

路径图 P4

1 2 3 4

©­­­­«
0 1 0 0
1 0 1 0
0 1 0 1
0 0 1 0

ª®®®®¬
4个顶点，3条边

圈图 C4
1 2

34©­­­­«
0 1 0 1
1 0 1 0
0 1 0 1
1 0 1 0

ª®®®®¬
4个顶点，4条边

完全图 K4
1 2

34©­­­­«
0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0

ª®®®®¬
4个顶点，6条边
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Petersen 图与邻接矩阵

1

2

34

5 6 7

89

10

行、列按顶点 1, 2, . . . , 10排列。

A =

©­­­­­­­­­­­­­­«

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 0 1 0 0 1 1 0 0 0 0
2 1 0 1 0 0 0 1 0 0 0
3 0 1 0 1 0 0 0 1 0 0
4 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0
5 1 0 0 1 0 0 0 0 0 1
6 1 0 0 0 0 0 0 1 1 0
7 0 1 0 0 0 0 0 0 1 1
8 0 0 1 0 0 1 0 0 0 1
9 0 0 0 1 0 1 1 0 0 0
10 0 0 0 0 1 0 1 1 0 0

ª®®®®®®®®®®®®®®¬
.
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谱聚类（spectral clustering）

将顶点分成两组：组内连接较多，组间连接较少。

十个顶点的图

1
2

3

4

5
6

7

8

9

10

邻接矩阵

A =

©­­­­­­­­­­­­­­­«

0 0 1 0 1 0 1 0 1 1
0 0 0 1 0 1 0 1 0 0
1 0 0 0 1 0 1 0 1 1
0 1 0 0 0 1 0 1 1 0
1 0 1 0 0 0 1 0 1 1
0 1 0 1 0 0 0 1 0 0
1 0 1 0 1 0 0 0 1 1
0 1 0 1 0 1 0 0 0 0
1 0 1 1 1 0 1 0 0 1
1 0 1 0 1 0 1 0 1 0

ª®®®®®®®®®®®®®®®¬

.
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谱聚类：矩阵与特征向量

定义：拉普拉斯矩阵

L = D − A, D = diag(5, 3, 5, 4, 5, 3, 5, 3, 6, 5)。 Dii为顶点 i的邻居数。

L =

©­­­­­­­­­­­­­«

5 0 −1 0 −1 0 −1 0 −1 −1
0 3 0 −1 0 −1 0 −1 0 0
−1 0 5 0 −1 0 −1 0 −1 −1
0 −1 0 4 0 −1 0 −1 −1 0
−1 0 −1 0 5 0 −1 0 −1 −1
0 −1 0 −1 0 3 0 −1 0 0
−1 0 −1 0 −1 0 5 0 −1 −1
0 −1 0 −1 0 −1 0 3 0 0
−1 0 −1 −1 −1 0 −1 0 6 −1
−1 0 −1 0 −1 0 −1 0 −1 5

ª®®®®®®®®®®®®®¬
.

Lu = 𝜆u
第二小特征值 𝜆2 ≈ 0.309

u ≈

©­­­­­­­­­­­­­«

−0.649
1

−0.649
0.691
−0.649

1
−0.649

1
−0.448
−0.649

ª®®®®®®®®®®®®®¬
.
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谱聚类：按特征向量的分量分组

本例以 0为界：ui > 0的顶点归为一组，ui < 0的归为另一组。

ui

1

0

−1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

顶点编号 i

6

2

8

4 9

5 1

10

37

C1 = {2, 4, 6, 8}
C2 = {1, 3, 5, 7, 9, 10}
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例 6：文字、token 与向量

token（词元）是分词器划分的文字片段，不一定等于一个完整的词。

我爱数学
切分

我 爱 数学

token 编号 初始向量

我 1 (0, 1, 0)T

爱 2 (1, 0, 1)T

数学 3 (1, 2, 3)T

根据 token编号查表，
得到对应的初始向量。

向量表通常存为一个嵌入矩阵，
其中的数也是模型参数。
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大语言模型的参数与矩阵

模型参数是模型保存的、可通过训练调整的数值。

大语言模型中的许多参数，按行、列排成一个个矩阵。

W =

(
1 0 2
0 1 −1

)
.

每个位置上的数都是一个参数。

这个矩阵共有 2 × 3 = 6个参数。

一个 1000 × 1000的权重矩阵，就包含 100万个参数。

模型的总参数量，统计的是各个矩阵及向量中的参数总数。
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模型用参数矩阵处理输入

取前面“数学”的示例向量 x = (1, 2, 3)T，计算Wx。(
1 0 2
0 1 −1

)
︸        ︷︷        ︸
参数矩阵W

©­­«
1
2
3

ª®®¬︸︷︷︸
当前数据x

=

(
7
−1

)
︸︷︷︸
计算结果z

.

每一行分别与输入逐项相乘，再相加：

z1 = 1 · 1 + 0 · 2 + 2 · 3 = 7,

z2 = 0 · 1 + 1 · 2 − 1 · 3 = −1.
大语言模型反复使用这类矩阵运算，层间还包含非线性运算。
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神经网络的一层与权重矩阵

这一层把三个输入数 x = (1, 2, 3)T变成两个输出数。
神经元 1：矩阵的第一行

输入 相加 输出

1

2

3

7 7

×(1)

×(0)

×(2)

负数
改为 0

1 · 1 + 0 · 2 + 2 · 3 = 7

神经元 2：矩阵的第二行
输入 相加 输出

1

2

3

−1 0

×(0)

×(1)

×(−1)

负数
改为 0

0 · 1 + 1 · 2 + (−1) · 3 = −1

W =

(
1 0 2
0 1 −1

)
, z = Wx =

(
7
−1

)
ReLU↦−−−−−→ y =

(
7
0

)
.
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改变一个参数前后的计算结果

输入仍取 x = (1, 2, 3)T，只将矩阵左上角的参数从 1改成 2。

原参数

(
1 0 2
0 1 −1

) ©­­«
1
2
3

ª®®¬ =

(
7
−1

)
.

调整后

(
2 0 2
0 1 −1

) ©­­«
1
2
3

ª®®¬ =

(
8
−1

)
.

训练模型 根据训练数据和预测误差，调整矩阵中的参数。

使用模型 通常固定参数，用同一组参数处理新的输入。
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LLM 如何预测下一个 token

假设输入“我爱”时，得到右侧的预测概率。

我 爱
查表

(0, 1, 0)T (1, 0, 1)T

神经网络

h
包含已有文字信息的向量

下一个 token的概率

数学

音乐

运动

其他

60%

25%

10%

5%

h 输出矩阵↦−−−−−−−→ s = Wouth︸      ︷︷      ︸
各 token的得分

转换为概率↦−−−−−−−−−→ p︸︷︷︸
各 token的概率

.
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生成文字：逐个预测，再接到末尾

每生成一个 token，就把它接到已有文字后，重新预测。

已有文字 本次选择的 token

第 1次 我 爱
预测

第 2次 我 爱
预测

第 3次 我 爱
预测

数学

数学 。

数学 。 结束标记

选择方式：取概率最大的 token，或按概率随机抽取。
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例 7：CT 成像

X射线源
探测器

换一个方向

人体截面

从不同方向测量 X射线的衰减。

目标：由体外的测量数据，恢复内部截面。
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每一条射线，给出一个方程

将截面划成四个边长为 1的小格，xi表示第 i格的衰减系数。

3

7

4 6

x1 x2

x3 x4

累计衰减等于沿途各格的贡献之和：

x1 + x2= 3,

x3 + x4= 7,

x1 + x3= 4,

x2 + x4= 6.

图中的 3, 7, 4, 6是由光强换算出的累计衰减。
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相同的测量值，可能来自不同的内部图案

一种可能

1 2

3 4

3

7

4 6

另一种可能

2 1

2 5

3

7

4 6

两幅图的每一行、每一列之和都相同。

仅凭这两个方向的测量，还不能唯一确定四个小格。
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增加一个斜向测量，区分两种图案

x1 x2

x3 x4

5
√
2

斜向射线在每格中走过
√
2。

新增方程：
√
2 x1 +

√
2 x4 = 5

√
2 =⇒ x1 + x4 = 5.

与原有的 x1 + x2 = 3、x2 + x4 = 6合起来，

2x1 = 5 + 3 − 6 = 2, x1 = 1.

再依次得到

x2 = 2, x4 = 4, x3 = 3.

恢复的四个小格为
1 2
3 4

。
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把全部射线的方程排成矩阵

将四个小格的未知数排成列向量 x = (x1 , x2 , x3 , x4)T。

©­­­­­­­«

1 1 0 0
0 0 1 1
1 0 1 0
0 1 0 1√
2 0 0

√
2

ª®®®®®®®¬︸               ︷︷               ︸
射线路程A

©­­­­«
x1
x2
x3
x4

ª®®®®¬︸︷︷︸
待恢复的截面x

=

©­­­­­­­«

3
7
4
6

5
√
2

ª®®®®®®®¬︸︷︷︸
累计衰减b

.

矩阵的一行对应一条射线，一列对应一个小格。

aij是第 i条射线在第 j格中的路程；不经过该格时，aij = 0。
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由多个方向的测量重建截面

数值模型：128 × 128个小格，16384个未知量。

原始截面 18个方向重建 180个方向重建

每个方向提供一批射线方程，求出的各分量 xi组成重建图像。
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这门课会逐渐解释这些式子：方程组与空间

k∑
i=1

civi 向量与线性组合
线性表示、线性相关与线性无关。

v =
r∑

i=1
ciei , dimV = r 线性空间、基与维数

用基描述空间，用坐标表示向量。
Ax = b 线性方程组

存在性、唯一性、消元与解集的几何。
rankA, n − rankA 矩阵的秩

独立约束的个数；有解时自由参数的个数。
detA, A−1 行列式与逆矩阵

可逆性；面积与体积的变化。
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解集的几何：点、直线与空集

唯一解：一个点{
x + y = 2,
x − y = 0.

x

y

O

(1, 1)

{(1, 1)}

无穷多解：一条直线{
x + y = 2,
2x + 2y = 4.

x

y

O
{(t, 2 − t) : t ∈ R}

无解：没有交点{
x + y = 2,
x + y = 3.

x

y

O
∅

有解时，解集维数为 n − rankA：0, 1, 2维对应点、直线、平面。
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这门课会逐渐解释这些式子：变换与几何

T(v) = Av, AB 矩阵与线性变换
变换的复合、核与像。

B = P−1AP 换基与矩阵相似
同一个变换在不同基下的矩阵表示。

Av = 𝜆v, v ≠ 0 特征值、特征向量与对角化
寻找特殊方向，在合适的基下简化矩阵。

uTv, QTQ = I 内积与正交
长度、角度、正交基、投影与最小二乘。

q(x) = xTAx 实二次型
标准形、正定性及二次曲线与曲面。
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第二讲：向量与预备知识

向量的线性运算与坐标系

数量积、向量积与混合积

教材第 1章：向量与预备知识。
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向量：大小与方向

u

u

A

B

C

D 定义：向量及其相等

几何向量用有向线段表示。

长度相等、方向相同的有向线段表示
同一个向量：

−→AB =
−−→CD = u.

向量的长度记为 ∥u∥。
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零向量与相反向量

u

−u
O

定义：零向量

零向量 0的长度为 0，没有确定的方
向。

定义：相反向量

若 u ≠ 0，相反向量 −u与 u长度相等、
方向相反。

u + (−u) = 0.

对任意点 A，有 −−→AA = 0。
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向量相加：三角形法则

u

vu + v

A

B

C
定义：向量的和

将第二个向量的起点接到第一个向量
的终点。

−→AB + −→BC =
−→AC.

和向量由第一个起点指向最后一个终
点。
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向量相加：平行四边形法则

u

v

u + v

O

性质：平行四边形法则

两个向量从同一点出发，构成平行
四边形的两条邻边。

和向量是从公共起点出发的对角线。
u + v = v + u.
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向量相减：从哪个终点指向哪个终点

P

Q

u − v

u

v

O

定义：向量的差

u − v = u + (−v)。

若 u =
−−→OP、v =

−−→OQ，则
u − v =

−−→QP.
因为 v + (u − v) = u。
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数乘：长度与方向的变化

u

2u

− 1
2u

定义：向量的数乘

对实数 k，ku的长度为
∥ku∥ = |k|∥ u∥ .

当 u ≠ 0时：

k > 0 与 u同向

k < 0 与 u反向

k = 0 得到零向量
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线性运算的基本法则

性质：向量的线性运算

对向量 u, v,w与实数 a, b：

加法交换律 u + v = v + u

加法结合律 (u + v) +w = u + (v +w)

数乘结合律 a(bu) = (ab)u

两个分配律 a(u + v) = au + av， (a + b)u = au + bu

零元与负元 u + 0 = u， u + (−u) = 0， 1u = u

刘西之 中国科学技术大学 MATH1009 线性代数（B1） 第 2 讲 2026 秋季 50 / 142



例：向量的加法、减法与数乘

在平面直角坐标系中，取 u = (2, 1)、v = (−1, 2)。

x

y

u

v

u + v

O

u + v = (2 + (−1), 1 + 2)
= (1, 3),

u − v = (2 − (−1), 1 − 2)
= (3,−1),

2u = (2 × 2, 2 × 1) = (4, 2).
再计算一个组合：

2u − v = (4, 2) − (−1, 2) = (5, 0) .
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线性组合：给定方向的不同用量

u

v

2u + v

O

定义：线性组合

形如 au + bv的向量称为 u, v的线性
组合。

图中取 a = 2、b = 1。

系数可以为正、为零，也可以为负。
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线性组合与线性表示：定义

设 v1 , . . . , vm是同一空间中的向量，m ⩾ 1。

定义：线性组合

对任意实数 a1 , . . . , am，向量
a1v1 + · · · + amvm

称为 v1 , . . . , vm的一个线性组合；a1 , . . . , am称为系数。

定义：线性表示

若存在实数 a1 , . . . , am，使得
w = a1v1 + · · · + amvm ,

就称 w可由 v1 , . . . , vm线性表示。
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例：计算一个线性组合

取 u = (1, 2,−1)T、v = (2,−1, 3)T，计算 3u − 2v。

先数乘：

3u =
©­­«
3
6
−3

ª®®¬ , 2v =
©­­«
4
−2
6

ª®®¬ .
再逐个坐标相减：

3u − 2v =
©­­«

3 − 4
6 − (−2)
−3 − 6

ª®®¬ =
©­­«
−1
8
−9

ª®®¬ .
这是 u, v的线性组合，两个系数分别为 3和 −2。
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例：求线性表示的系数

给定 u = (1, 1)、v = (2,−1)、w = (5,−1)，求 a, b使
au + bv = w.

x

y

u

v w

2v
O

代入给定向量：
a(1, 1) + b(2,−1) = (5,−1).

比较两个坐标，得到{
a + 2b = 5,
a − b = −1.

两式相减得 3b = 6，所以 b = 2、a = 1。
w = u + 2v.
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例：一个不能实现的线性表示

取 u = (1, 0, 1)T、v = (0, 1, 1)T，判断 w = (1, 1, 1)T能否由 u, v线性表示。

若 au + bv = w，则

a
©­­«
1
0
1

ª®®¬ + b
©­­«
0
1
1

ª®®¬ =
©­­«

a
b

a + b

ª®®¬ =
©­­«
1
1
1

ª®®¬ .
比较坐标： 

a = 1,
b = 1,
a + b = 1.

前两式给出 a + b = 2，与第三式矛盾。

因此，w不能由 u, v线性表示。

对照：(1, 1, 2)T = u + v可以由它们线性表示。
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线性相关与线性无关：定义

设 v1 , . . . , vm是同一空间中的向量，m ⩾ 1。

定义：线性相关

若存在不全为 0的实数 a1 , . . . , am，使得
a1v1 + · · · + amvm = 0,

就称向量组 v1 , . . . , vm线性相关。

定义：线性无关

若对任意实数 a1 , . . . , am，都有
a1v1 + · · · + amvm = 0 =⇒ a1 = · · · = am = 0,

就称向量组 v1 , . . . , vm线性无关。
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例：用一组非全零系数证明线性相关

取 u =
©­­«
1
2
3

ª®®¬、v =
©­­«
2
4
6

ª®®¬、w =
©­­«
1
0
1

ª®®¬。
因为 v = 2u，所以

2u − v + 0w =
©­­«
2
4
6

ª®®¬ −
©­­«
2
4
6

ª®®¬ +
©­­«
0
0
0

ª®®¬ = 0.

对应系数为 (2,−1, 0)，不全为 0。

因此 u, v,w线性相关。

定义允许某些系数为 0，只要求至少一个系数非零。
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例：从定义证明线性无关

取 u =
©­­«
1
1
0

ª®®¬、v =
©­­«
0
1
1

ª®®¬、w =
©­­«
0
0
1

ª®®¬。
设 au + bv + cw = 0，则

a
©­­«
1
1
0

ª®®¬ + b
©­­«
0
1
1

ª®®¬ + c
©­­«
0
0
1

ª®®¬ =
©­­«

a
a + b
b + c

ª®®¬ =
©­­«
0
0
0

ª®®¬ .

a = 0,
a + b = 0,
b + c = 0.

第一式给出 a = 0。
代入第二式得 b = 0，再由第三式得 c = 0。

只有全零系数满足等式，因此三个向量线性无关。
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线性相关的例子：三个向量

u

v

w

O

w = u + v

由图中的平行四边形，
u + v −w = 0.

对应系数为
(1, 1,−1) ≠ (0, 0, 0).

因此 u, v,w线性相关。

图中任意两个向量都不共线，但三个向量
仍然线性相关。
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两个向量共线的条件

u

v
O

定理：两个向量共线

设 u ≠ 0。则
u, v共线 ⇐⇒ v = ku

其中 k ∈ R。两个向量线性相关，当且
仅当它们共线。

图中 v = − 3
4u。

零向量与任意向量共线。
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三个向量共面的条件

u

v
w = u + v

q

O

定理：共面向量的唯一表示

设 u, v不共线。则 u, v,w共面，当且
仅当

w = au + bv (a, b ∈ R).
系数 a, b唯一。

图中 u, v,w线性相关；
u, v, q线性无关。
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平面仿射坐标系：原点与两个基向量

e1

e2

P

O

定义：平面仿射坐标系与坐标

取定原点 O和两个不共线向量 e1 , e2。
每个点 P唯一对应两个实数 x, y：

−−→OP = xe1 + ye2.
(x, y)称为 P的坐标。
e1 , e2无须垂直，也无须为单位向量。
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在斜坐标网中读坐标

2e1

e2

P(2, 1)
1

2O

−−→OP = 2e1 + e2.
沿 e1方向走 2个单位，再沿 e2方向走
1个单位。

坐标 (2, 1)是线性组合的系数。
读坐标时作与坐标轴平行的线。
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空间仿射坐标系

xe1

ye2

ze3

P

O

定义：空间仿射坐标系与坐标

取定原点 O与三个不共面向量
e1 , e2 , e3。−−→OP = xe1 + ye2 + ze3.
系数 x, y, z唯一确定。
点 P的坐标为 (x, y, z)。
向量的坐标是它在同一组基下的系数。
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向量相加与数乘：逐个坐标计算

x

y

u = (1, 2)

v = (3,−1)

u + v

O

公式：坐标的线性运算

在同一组基下，若 u = (u1 , u2)、
v = (v1 , v2)，则

u + v = (u1 + v1 , u2 + v2),
ku = (ku1 , ku2).

例如
u + v = (4, 1), 2u − v = (−1, 5).

三维情形同样逐个坐标运算。
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两点之间的向量与线段中点

x

y

A(1, 2)

B(4, 0)
M

O

公式：两点之差与中点

设 A = (a1 , a2)、B = (b1 , b2)，则−→AB = (b1 − a1 , b2 − a2).
中点的坐标为

M =

(
a1 + b1

2 ,
a2 + b2

2

)
.

图中
−→AB = (3,−2)，M = (52 , 1)。
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平移原点：点的坐标与向量的坐标

P

O′

O

基向量保持不变，原点由 O移至 O′。
O′ = (1, 1), P = (3, 2).

在新坐标系中，P的坐标为
(3, 2) − (1, 1) = (2, 1).

自由向量
−→AB的坐标不变：

(b − a) = (b − o′) − (a − o′).
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直角坐标系：垂直的单位基向量

x

y

e1

e2

P(x, y)

x

y

O

定义：直角坐标系

基向量两两垂直，且长度都为 1。

公式：长度与距离

在平面上，由勾股定理，

∥(x, y)∥ =
√
x2 + y2.

在空间中，

∥(x, y, z)∥ =
√
x2 + y2 + z2.

两点距离为 d(A, B) = ∥−→AB∥。
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长度与单位向量：一个 3–4–5 三角形

x

y

3

4

u = (3, 4)

5

û

O

定义：单位向量

长度为 1的向量称为单位向量。对
u ≠ 0，

û =
u
∥u∥

是与 u同向的单位向量。

∥u∥ =
√
32 + 42 = 5, û =

(
3
5 ,

4
5

)
.

∥ û∥ = 1, u = 5û.
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例：同一向量在两组基下的坐标

在标准直角坐标系中，取 u = (3, 2)，另选一组基
f1 = (1, 0), f2 = (1, 1).

x

y

f1

f2

u

2f2

O

设 u = af1 + bf2，则
a(1, 0) + b(1, 1) = (a + b, b) = (3, 2).

因此 b = 2、a = 1，即
u = f1 + 2f2.

标准基下的坐标 (3, 2)

基 (f1 , f2)下的坐标 (1, 2)
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标准与非标准坐标系的格点网格

标准坐标系
e1 = (1, 0), e2 = (0, 1).

e1

e2

P

O 3

2

−−→OP = 3e1 + 2e2.
P在此基下的坐标：(3, 2)。

非标准坐标系
b1 = (1, 0), b2 = (12 , 1).

b1

b2

P

O 2

2

−−→OP = 2b1 + 2b2.
P在此基下的坐标：(2, 2)。
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数量积：长度与夹角

定义：数量积

非零向量 u, v的夹角记为 𝜃 ∈ [0,𝜋]。
u · v = ∥u∥∥ v∥ cos𝜃.

若至少有一个向量为零，规定 u · v = 0。结果是一个实数。

v

u

𝜃

锐角：u · v > 0

v

u

直角：u · v = 0

v

u

𝜃

钝角：u · v < 0
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正交投影：沿一个方向留下的分量

v

u

projv u
𝜃

O

定义：正交投影

设 v ≠ 0。u在 v方向的有向投影长度
为

∥u∥ cos𝜃 =
u · v
∥v∥ .

投影向量为

projv u =
u · v
v · v v.

余下的分量 u − projv u与 v垂直。
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数量积的运算法则

性质：数量积的运算法则

对称性 u · v = v · u
对加法的分配律 (u + v) ·w = u ·w + v ·w
与数乘相容 (au) · v = a(u · v) = u · (av)
平方长度 u · u = ∥u∥2 ≥ 0，等号当且仅当 u = 0

推论：和向量的平方长度

∥u + v∥2 = ∥u∥2 + 2u · v + ∥v∥2.
当 u ⊥ v时，上式就是勾股定理。
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直角坐标系中：对应坐标相乘再相加

x

y

z

O

u = (1, 1, 0)

v = (1, 0, 1)

公式：标准坐标中的数量积

正交单位基满足 ei · ej = 0（i ≠ j），
ei · ei = 1。因此

u · v = u1v1 + u2v2 + u3v3.
图中

u · v = 1, ∥u∥ = ∥v∥ = √2,
cos𝜃 =

u · v
∥u∥∥ v∥ =

1
2 , 𝜃 = 60◦.
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例：由数量积计算夹角

固定 u = (1, 2,−1)，则 ∥u∥ = √1 + 4 + 1 =
√
6。

取 v = (2,−1, 0)

u · v = 1 × 2 + 2 × (−1) + (−1) × 0
= 2 − 2 + 0 = 0.

∥v∥ = √5, cos𝜃 =
0√
6
√
5
= 0.

𝜃 = 90◦ , u ⊥ v.

取 w = (−2,−4, 2)

u ·w = 1 × (−2) + 2 × (−4) + (−1) × 2
= −2 − 8 − 2 = −12.

∥w∥ = 2
√
6, cos 𝜑 =

−12√
6 2
√
6
= −1.

𝜑 = 180◦ , w = −2u.

左侧两个向量都非零，但它们的数量积为 0。
刘西之 中国科学技术大学 MATH1009 线性代数（B1） 第 2 讲 2026 秋季 77 / 142



例：计算投影向量与垂直分量

取 u = (3, 1)、v = (1, 1)，求 u在 v方向的正交投影。

x

y

p = (2, 2)

v u

u − p

O

u · v = 3 + 1 = 4, v · v = 1 + 1 = 2.
因此投影向量为

p =
u · v
v · vv =

4
2 (1, 1) = (2, 2) .

余下的分量为
u − p = (3, 1) − (2, 2) = (1,−1).

验证垂直关系：
(1,−1) · (1, 1) = 1 − 1 = 0.
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斜坐标系中，不能直接套用同一个公式

e1

e2

60◦

O
∥e1∥ = ∥e2∥ = 1

以图中的 e1 , e2为基，它们的坐标分别是
[e1] = (1, 0), [e2] = (0, 1).

但实际数量积为

e1 · e2 = cos 60◦ = 1
2 ,

而 1 × 0 + 0 × 1 = 0。

坐标公式取决于基向量之间的数量积。
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数量积的物理例子：恒力做功

s

F

60◦

恒力 F与直线位移 s的夹角为 60◦，且
∥F∥ = 10N, ∥s∥ = 2m.

力在位移方向的分量为 10 cos 60◦ = 5N。

W = F · s = 10 × 2 × 1
2 = 10 J.

垂直于位移的力分量不做功。
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Rn 中的标准数量积与长度

定义：标准数量积与长度

x · y =
n∑
i=1

xiyi , ∥x∥ =
√√ n∑

i=1
x2i .

取 x = (1, 1, 1, 1)T、y = (1,−1, 1,−1)T：
x · y = 1 − 1 + 1 − 1 = 0, ∥x∥ = ∥y∥ = 2.

定义：正交与夹角

当 x · y = 0时，称 x, y正交。
非零向量的夹角可由 cos𝜃 = (x · y)/(∥x∥∥ y∥) 定义。
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向量积：垂直方向与平行四边形面积

u

v

u × v

SO

定义：向量积

在三维空间中，u × v是一个向量。
长度：

∥u × v∥ = ∥u∥∥ v∥ sin𝜃 = S.
方向：垂直于 u, v所在平面；右手四
指由 u转向 v，拇指所指即为正方向。
共线或含零向量时，u × v = 0。
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向量积的长度就是面积

2

v 2

uO

在右手直角坐标系中，取
u = (2, 0, 0), v = (1, 2, 0).

u × v = (0, 0, 4).
平行四边形面积：

S = 2 × 2 = 4 = ∥u × v∥ .
两个向量构成的三角形面积为 S/2 = 2。
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向量积的运算法则与方向次序

e1

e2

e3

O

e1 × e2 = e3
e2 × e3 = e1，e3 × e1 = e2

性质：向量积的运算法则

反交换律
u × v = −v × u.

分配律与数乘
u × (v +w) = u × v + u ×w,

(au) × v = a(u × v) = u × (av).
定理：共线判据

u × v = 0 ⇐⇒ u, v共线.
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向量积的坐标公式

公式：向量积的坐标计算

在右手直角坐标系中，
u × v = (u2v3 − u3v2 , u3v1 − u1v3 , u1v2 − u2v1).

例如 u = (1, 2, 0)、v = (0, 1, 3)，则
u × v = (2 × 3 − 0 × 1, 0 × 0 − 1 × 3, 1 × 1 − 2 × 0) = (6,−3, 1).

验证垂直关系：

u · (u × v) = 6 − 6 = 0, v · (u × v) = −3 + 3 = 0.
对应的平行四边形面积为

√
62 + (−3)2 + 12 = √46。
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向量积的物理例子：力矩

r

F

O

⊙ 𝝉：向外

定义：力矩

作用点相对转轴 O的位置向量为 r，力
矩为

𝝉 = r × F.
若 r = (3, 0, 0)m、F = (0, 2, 0)N，则

𝝉 = (0, 0, 6)Nm.

力矩大小为 3 × 2 = 6Nm，方向由右手定
则确定。
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混合积：平行六面体的有向体积

u

v

w

h

SO

定义：混合积

[u, v,w] = (u × v) ·w.

性质：混合积与有向体积

结果是实数，其绝对值为体积：
V = |[u, v,w]| = Sh.

w位于 u × v指向的一侧时为正，位
于另一侧时为负。

若三个向量共面，体积为零。
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混合积的符号与共面判据

u

v
w0

w+

w−

[u, v,w+] > 0，[u, v,w−] < 0

性质：混合积的置换规律

循环交换不变
[u, v,w] = [v,w, u] = [w, u, v].

交换两个位置变号
[v, u,w] = −[u, v,w].

定理：共面判据

[u, v,w] = 0 ⇐⇒ u, v,w共面.

图中 w0 = u + v，故 [u, v,w0] = 0。
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混合积的坐标计算

公式：混合积的坐标计算

在右手直角坐标系中，先求向量积，再求数量积：
[u, v,w] = (u2v3 − u3v2)w1 + (u3v1 − u1v3)w2 + (u1v2 − u2v1)w3.

例如 u = (2, 0, 0)、v = (1, 2, 0)、w = (1, 1, 3)：
u × v = (0, 0, 4), [u, v,w] = (0, 0, 4) · (1, 1, 3) = 12.

这一表达式也记作三阶行列式：

[u, v,w] =

�������
u1 u2 u3
v1 v2 v3
w1 w2 w3

������� , V = 12.
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例：用混合积判断三个向量是否共面

取 u = (1, 0, 1)、v = (0, 1, 1)，先计算
u × v = (0 × 1 − 1 × 1, 1 × 0 − 1 × 1, 1 × 1 − 0 × 0) = (−1,−1, 1).

取 w = (1, 1, 2)

[u, v,w] = (−1,−1, 1) · (1, 1, 2)
= −1 − 1 + 2 = 0 .

u, v,w共面。

直接验证：
w = u + v.

取 q = (1, 1, 3)

[u, v, q] = (−1,−1, 1) · (1, 1, 3)
= −1 − 1 + 3 = 1 .

u, v, q不共面。

三个向量构成的平行六面体体积为
|1| = 1。
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二重外积：a × (b × c)

b

cb × c
a

b − c

公式：二重外积

a × (b × c) = (a · c)b − (a · b)c.
结果是 b, c的线性组合。

例如 a = (1, 1, 1)、b = e1、c = e2，则
a · c = a · b = 1,

a × (b × c) = b − c = (1,−1, 0).
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向量积不满足结合律

公式：两种二重外积

括号位置改变，公式也改变：
a × (b × c) = (a · c)b − (a · b)c,
(a × b) × c = (a · c)b − (b · c)a.

取 a = b = e1、c = e2：

先算 b × c
e1 × (e1 × e2) = e1 × e3 = −e2.

先算 a × b
(e1 × e1) × e2 = 0 × e2 = 0.

因此，三个向量连作向量积时必须标明括号。
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例：用具体坐标比较两种二重外积

取 a = (1, 0, 0)、b = (0, 1, 0)、c = (1, 1, 0)。

先算 b × c

b × c = (0, 1, 0) × (1, 1, 0) = (0, 0,−1).
a × (b × c) = (1, 0, 0) × (0, 0,−1)

= (0, 1, 0) .

先算 a × b

a × b = (1, 0, 0) × (0, 1, 0) = (0, 0, 1).
(a × b) × c = (0, 0, 1) × (1, 1, 0)

= (−1, 1, 0) .

用展开公式核对左侧：
(a · c)b − (a · b)c = 1b − 0c = (0, 1, 0).
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域（field）：标量的运算规则

定义：域

集合 F配有加法、乘法，结果仍在 F中。

若存在不同的元素 0, 1，且对任意 a, b, c ∈ F满足下列规则，称 F为域。

交换律 a + b = b + a， ab = ba
结合律 (a + b) + c = a + (b + c)， (ab)c = a(bc)
单位元 a + 0 = a， a · 1 = a
加法逆元 每个 a都有 −a ∈ F，使 a + (−a) = 0。
乘法逆元 每个 a ≠ 0都有 a−1 ∈ F，使 aa−1 = 1。
分配律 a(b + c) = ab + ac
因而可以在域内做加、减、乘、除，除数必须非零。
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常见的域：有理数、实数与复数

以下各集合均采用通常的加法与乘法。

域 元素 运算举例

有理数域 Q p/q，p, q ∈ Z，q ≠ 0 1
2 +

1
3 =

5
6

实数域 R 有理数与无理数 (√2)−1 =
√
2
2

复数域 C a + bi，a, b ∈ R，i2 = −1 i−1 = −i

Q ⊊ R ⊊ C .

整数集 Z不是域： 2 ∈ Z，但它的乘法逆元 1
2 ∉ Z。

方程 2x = 1在 Z中无解，在 Q中有解 x = 1
2。
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只有两个元素的域：F2

F2 = {0, 1}：加法与乘法都按模 2计算，只保留除以 2的余数。

加法表与乘法表

+ 0 1
0 0 1
1 1 0

× 0 1
0 0 0
1 0 1

1 + 1 = 0，因此 −1 = 1。

唯一非零元是 1，且 1−1 = 1。

域决定坐标与数乘系数的取值

在域 F上，n维数组写成
x = (x1 , . . . , xn)T ∈ Fn ,

其中 xi ∈ F，数乘系数也取自 F。

例如在 F32中，©­­«
1
0
1

ª®®¬ +
©­­«
1
1
0

ª®®¬ =
©­­«
0
1
1

ª®®¬ .
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方程组的两种几何解释


x + y + z = 6,
2x + 3y + z = 11,
3x + 4y + 3z = 20.

x

y

z

O

三个平面的唯一交点：P = (1, 2, 3)。

x ©­«
1
2
3

ª®¬︸︷︷︸
a1

+y ©­«
1
3
4

ª®¬︸︷︷︸
a2

+z ©­«
1
1
3

ª®¬︸︷︷︸
a3

= ©­«
6
11
20

ª®¬︸︷︷︸
b

.

a1

a2

a3

1

2

3

[b](a1 ,a2 ,a3) = (1, 2, 3)T.
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方程组的两种几何解释：两个方程、三个未知量

{
x + z = 3,
y + z = 2.

x

y

z

O

x
(
1
0

)
︸︷︷︸

a1

+y
(
0
1

)
︸︷︷︸

a2

+z
(
1
1

)
︸︷︷︸

a3

=

(
3
2

)
︸︷︷︸

b

.

O
3a1

2a2
2a3

a1

b = (3, 2)T
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线性方程组与解

定义：线性方程与线性方程组

含 n个未知量的线性方程具有形式
a1x1 + · · · + anxn = b,

其中系数与常数项为给定实数。m个这样的方程组成线性方程组：
a11x1 + · · · + a1nxn = b1 ,
a21x1 + · · · + a2nxn = b2 ,

...

am1x1 + · · · + amnxn = bm

⇐⇒



∑n
j=1 a1jxj = b1 ,∑n
j=1 a2jxj = b2 ,

...∑n
j=1 amjxj = bm.

定义：方程组的解

使全部方程同时成立的实数组 (x1 , . . . , xn)称为方程组的一个解。
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线性方程组的三个基本问题

1. 存在性 线性方程组是否有解？

2. 唯一性 如果有解，解是否唯一？

3. 求解方法 如何求出线性方程组的全部解？

工程计算中，更关心如何快速求出解/近似解。
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系数矩阵与增广矩阵

方程组


x + y + z = 6,
2x + 3y + z = 11,
3x + 4y + 3z = 20.

矩阵方程 Ax = b

©­­«
1 1 1
2 3 1
3 4 3

ª®®¬︸    ︷︷    ︸
A

©­­«
x
y
z

ª®®¬︸︷︷︸
x

=
©­­«
6
11
20

ª®®¬︸︷︷︸
b

.

增广矩阵

©­­«
1 1 1 6
2 3 1 11
3 4 3 20

ª®®¬︸            ︷︷            ︸
[A|b]

.

定义：系数矩阵与增广矩阵

按未知量的固定顺序，将各方程的系数逐行排列，得到系数矩阵 A。
在 A右侧添上常数列 b，得到增广矩阵 [A | b]。
未出现的未知量，其系数写成 0；所有行使用相同的未知量顺序。
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例：方程组的矩阵表示

方程组


x + y + z = 6,
2x + 3y + z = 11,
3x + 4y + 3z = 20.

矩阵方程 Ax = b

©­­«
1 1 1
2 3 1
3 4 3

ª®®¬︸    ︷︷    ︸
A

©­­«
x
y
z

ª®®¬︸︷︷︸
x

=
©­­«
6
11
20

ª®®¬︸︷︷︸
b

.

增广矩阵

©­­«
1 1 1 6
2 3 1 11
3 4 3 20

ª®®¬︸            ︷︷            ︸
[A|b]

.


x + y + z = 6,
y − z = −1,
z = 3.

©­­«
1 1 1
0 1 −1
0 0 1

ª®®¬︸       ︷︷       ︸
A

©­­«
x
y
z

ª®®¬︸︷︷︸
x

=
©­­«
6
−1
3

ª®®¬︸︷︷︸
b

.
©­­«
1 1 1 6
0 1 −1 −1
0 0 1 3

ª®®¬︸               ︷︷               ︸
[A|b]

.
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三种初等行变换

定义：初等行变换

矩阵的一行记为 Ri。以下三类操作称为初等行变换。

操作 记号 限制与逆操作

交换两行 Ri ↔ Rj 再交换一次。

非零倍乘 Ri ← cRi c ≠ 0；再乘 1/c。
倍加 Ri ← Ri + cRj i ≠ j；再减去 cRj。

每次操作作用于整行，包括常数项。

定义：行等价

两个矩阵可通过有限次初等行变换相互得到时，称它们行等价。对增广矩阵，记为
[A | b] ∼ [A′ | b′]。
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初等行变换保持解集不变

定理：初等行变换保持解集不变

对增广矩阵作初等行变换，所得方程组与原方程组具有相同的解集。

证明。对 i ≠ j，作 Ri ← Ri + cRj，其余方程不变：{
ai1x1 + · · · + ainxn = bi ,
aj1x1 + · · · + ajnxn = bj.

⇕{
(ai1 + caj1)x1 + · · · + (ain + cajn)xn = bi + cbj ,
aj1x1 + · · · + ajnxn = bj.

新第一式减去第二式的 c倍，即恢复原第一式。
• 交换两行只改变方程的排列次序。
• 一行乘非零数后，可以除以同一个数恢复原方程。 ■
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行阶梯形与主元

定义：主元

非零行的首个非零元素称为该行的主元。

定义：行阶梯形

1 全零行排在非零行下方。

2 下一非零行的首个非零元素，位于上一行首个非零元素的右侧。

3 每个主元下方的元素均为零。

主元不要求等于 1；高斯消元也不要求把主元上方消成 0。
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例 1：有唯一解的方程组

©­­«
1 1 1 6
2 3 1 11
3 4 3 20

ª®®¬ .

x + y + z = 6,
2x + 3y + z = 11,
3x + 4y + 3z = 20.

选第一行的 x系数 1为第一个主元。

用第一行消去下方两行中的 x：

R2 ← R2 − 2R1 , R3 ← R3 − 3R1.
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例 1：第 1 步，消去第二个方程中的 x

本步操作： R2 ← R2 − 2R1

增广矩阵©­«
1 1 1 6
2 3 1 11
3 4 3 20

ª®¬
⇓©­«

1 1 1 6
0 1 −1 −1
3 4 3 20

ª®¬

方程组
x + y + z = 6
2x + 3y + z = 11
3x + 4y + 3z = 20

⇓
x + y + z = 6
y − z = −1
3x + 4y + 3z = 20

(2, 3, 1 | 11) − 2(1, 1, 1 | 6)
= (0, 1,−1 | −1).

(2x + 3y + z) − 2(x + y + z)
= 11 − 2 · 6 = −1.

第二个方程化为 y − z = −1。
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例 1：第 2 步，消去第三个方程中的 x

本步操作： R3 ← R3 − 3R1

增广矩阵©­«
1 1 1 6
0 1 −1 −1
3 4 3 20

ª®¬
⇓©­«

1 1 1 6
0 1 −1 −1
0 1 0 2

ª®¬

方程组
x + y + z = 6
y − z = −1
3x + 4y + 3z = 20

⇓
x + y + z = 6
y − z = −1
y = 2

(3, 4, 3 | 20) − 3(1, 1, 1 | 6)
= (0, 1, 0 | 2).

(3x + 4y + 3z) − 3(x + y + z)
= 20 − 3 · 6 = 2.

第三个方程化为 y = 2。
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例 1：第 3 步，消去第三个方程中的 y

本步操作： R3 ← R3 − R2

增广矩阵©­«
1 1 1 6
0 1 −1 −1
0 1 0 2

ª®¬
⇓©­«

1 1 1 6
0 1 −1 −1
0 0 1 3

ª®¬

方程组
x + y + z = 6
y − z = −1
y = 2
⇓

x + y + z = 6
y − z = −1
z = 3

(0, 1, 0 | 2) − (0, 1,−1 | −1)
= (0, 0, 1 | 3).

y − (y − z) = 2 − (−1),
z = 3.

得到三角形方程组，最后一个方程为 z = 3。
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例 1：由下向上回代

回代

z = 3,

y − z = −1 =⇒ y = 2,

x + y + z = 6 =⇒ x = 1.

代回原方程

1 + 2 + 3 = 6,

2 · 1 + 3 · 2 + 3 = 11,

3 · 1 + 4 · 2 + 3 · 3 = 20.

(x, y, z) = (1, 2, 3).
每个未知量都由一个非零主元对应的方程唯一确定。
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例 1：两种几何视角（唯一解）


x + y + z = 6,
2x + 3y + z = 11,
3x + 4y + 3z = 20.

x

y

z

O

三个平面的唯一交点：P = (1, 2, 3)。

x ©­«
1
2
3

ª®¬︸︷︷︸
a1

+y ©­«
1
3
4

ª®¬︸︷︷︸
a2

+z ©­«
1
1
3

ª®¬︸︷︷︸
a3

= ©­«
6
11
20

ª®¬︸︷︷︸
b

.

a1

a2

a3

1

2

3

[b](a1 ,a2 ,a3) = (1, 2, 3)T.
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高斯消元的步骤

算法：先向下消元，再回代

从第一行开始重复以下三步；每次行变换都包含常数列。
1 找列。在尚未处理的系数部分中，找到最左边的非零列。
2 选主元。必要时换行，将该列的非零元素移到首个待处理行。
3 向下消元。若主元位于第 p行、第 j列，则

Ri ← Ri −
aij
apj

Rp (i > p, apj ≠ 0).
下一轮只处理主元右下方的系数部分；其中全零的列直接跳过。
停止条件：剩余系数部分全为零，或已没有待处理的行、列。
判定与回代：出现矛盾方程 0 = c（c ≠ 0），则无解。
否则，将无主元列对应的未知量设为自由参数，再从下向上回代。
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候选主元为零：交换两个方程与矩阵两行

本步操作： R1 ↔ R2

增广矩阵©­«
0 1 −1 −1
1 1 1 6
0 1 0 2

ª®¬
⇓©­«

1 1 1 6
0 1 −1 −1
0 1 0 2

ª®¬

方程组
y − z = −1
x + y + z = 6
y = 2
⇓

x + y + z = 6
y − z = −1
y = 2

首行改为(1, 1, 1 | 6). 首式改为x + y + z = 6.
下方有非零元素时，交换行取得非零主元。
若当前列在剩余行中全为零，则跳过该列。

刘西之 中国科学技术大学 MATH1009 线性代数（B1） 第 3 讲 2026 秋季 114 / 142



例 2：有无穷多个解的方程组

©­­«
1 1 1 6
2 3 1 11
3 4 2 17

ª®®¬ .

x + y + z = 6,
2x + 3y + z = 11,
3x + 4y + 2z = 17.
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例 2：第 1 步，消去第二个方程中的 x

本步操作： R2 ← R2 − 2R1

增广矩阵©­«
1 1 1 6
2 3 1 11
3 4 2 17

ª®¬
⇓©­«

1 1 1 6
0 1 −1 −1
3 4 2 17

ª®¬

方程组
x + y + z = 6
2x + 3y + z = 11
3x + 4y + 2z = 17

⇓
x + y + z = 6
y − z = −1
3x + 4y + 2z = 17

(2, 3, 1 | 11) − 2(1, 1, 1 | 6)
= (0, 1,−1 | −1).

(2x + 3y + z) − 2(x + y + z)
= 11 − 2 · 6 = −1.

第二个方程化为 y − z = −1。
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例 2：第 2 步，消去第三个方程中的 x

本步操作： R3 ← R3 − 3R1

增广矩阵©­«
1 1 1 6
0 1 −1 −1
3 4 2 17

ª®¬
⇓©­«

1 1 1 6
0 1 −1 −1
0 1 −1 −1

ª®¬

方程组
x + y + z = 6
y − z = −1
3x + 4y + 2z = 17

⇓
x + y + z = 6
y − z = −1
y − z = −1

(3, 4, 2 | 17) − 3(1, 1, 1 | 6)
= (0, 1,−1 | −1).

(3x + 4y + 2z) − 3(x + y + z)
= 17 − 3 · 6 = −1.

第三个方程化为 y − z = −1。
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例 2：第 3 步，相减得到 0 = 0

本步操作： R3 ← R3 − R2

增广矩阵©­«
1 1 1 6
0 1 −1 −1
0 1 −1 −1

ª®¬
⇓©­«

1 1 1 6
0 1 −1 −1
0 0 0 0

ª®¬

方程组
x + y + z = 6
y − z = −1
y − z = −1
⇓

x + y + z = 6
y − z = −1
0 = 0

(0, 1,−1 | −1) − (0, 1,−1 | −1)
= (0, 0, 0 | 0).

(y − z) − (y − z) = −1 − (−1),
0 = 0.

最后一行表示恒等式 0 = 0，不增加约束，可以略去。
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例 2：自由变量与参数解

x y z 常数项

1 1 6
0 −1 −1
0 0 0 0

1
1


x + y + z = 6,
y − z = −1,
0 = 0.

前三列分别是 x, y, z的系数；圆圈标出主元，z对应的列没有主元。
定义：自由变量

对有解的阶梯形方程组，系数矩阵中不含主元的列对应的未知量称为自由变量。
自由变量可以各自任意取值，其余未知量再由回代求出。

本例可先任取 z = t，再回代求出 y = t − 1, x = 7 − 2t。全部解为
(x, y, z) = (7 − 2t, t − 1, t), t ∈ R.

t = 0 =⇒ (7,−1, 0), t = 3 =⇒ (1, 2, 3).
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例 2：解集是一条直线

将参数解写成向量形式：

©­­«
x
y
z

ª®®¬ =
©­­«
7
−1
0

ª®®¬︸︷︷︸
一个特解

+t ©­­«
−2
1
1

ª®®¬︸︷︷︸
直线的方向

, t ∈ R.

代入原来的三个方程，对任意 t都有

(7 − 2t) + (t − 1) + t = 6,
2(7 − 2t) + 3(t − 1) + t = 11,
3(7 − 2t) + 4(t − 1) + 2t = 17.
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例 2：两种几何视角（无穷多个解）


x + y + z = 6,
2x + 3y + z = 11,
3x + 4y + 2z = 17.

三个平面共有一条直线。

x ©­«
1
2
3

ª®¬︸︷︷︸
a1

+y ©­«
1
3
4

ª®¬︸︷︷︸
a2

+z ©­«
1
1
2

ª®¬︸︷︷︸
a3

= ©­«
6
11
17

ª®¬︸︷︷︸
b

.

a1
a2

a3

O

b

b在平面内，线性组合的表示不唯一。
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例 3：没有解的方程组

©­­«
1 1 1 6
2 3 1 11
3 4 2 18

ª®®¬ .

x + y + z = 6,
2x + 3y + z = 11,
3x + 4y + 2z = 18.

与例 2的系数完全相同，只将第三个常数项由 17改成 18。

前两个方程之和要求 3x + 4y + 2z = 17，与第三个方程冲突。
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例 3：第 1 步，消去第二个方程中的 x

本步操作： R2 ← R2 − 2R1

增广矩阵©­«
1 1 1 6
2 3 1 11
3 4 2 18

ª®¬
⇓©­«

1 1 1 6
0 1 −1 −1
3 4 2 18

ª®¬

方程组
x + y + z = 6
2x + 3y + z = 11
3x + 4y + 2z = 18

⇓
x + y + z = 6
y − z = −1
3x + 4y + 2z = 18

(2, 3, 1 | 11) − 2(1, 1, 1 | 6)
= (0, 1,−1 | −1).

(2x + 3y + z) − 2(x + y + z)
= 11 − 2 · 6 = −1.

第二个方程化为 y − z = −1。
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例 3：第 2 步，消去第三个方程中的 x

本步操作： R3 ← R3 − 3R1

增广矩阵©­«
1 1 1 6
0 1 −1 −1
3 4 2 18

ª®¬
⇓©­«

1 1 1 6
0 1 −1 −1
0 1 −1 0

ª®¬

方程组
x + y + z = 6
y − z = −1
3x + 4y + 2z = 18

⇓
x + y + z = 6
y − z = −1
y − z = 0

(3, 4, 2 | 18) − 3(1, 1, 1 | 6)
= (0, 1,−1 | 0).

(3x + 4y + 2z) − 3(x + y + z)
= 18 − 3 · 6 = 0.

第三个方程化为 y − z = 0。
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例 3：第 3 步，相减得到 0 = 1

本步操作： R3 ← R3 − R2

增广矩阵©­«
1 1 1 6
0 1 −1 −1
0 1 −1 0

ª®¬
⇓©­«

1 1 1 6
0 1 −1 −1
0 0 0 1

ª®¬

方程组
x + y + z = 6
y − z = −1
y − z = 0
⇓

x + y + z = 6
y − z = −1
0 = 1

(0, 1,−1 | 0) − (0, 1,−1 | −1)
= (0, 0, 0 | 1).

(y − z) − (y − z) = 0 − (−1),
0 = 1.

最后一行表示矛盾等式 0 = 1，因此方程组无解。
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例 3：0 = 1 不可能成立

消元后的最后一行为 (
0 0 0 1

)
.

它对应的方程是
0x + 0y + 0z = 1.

无论怎样选择 x, y, z，左侧恒为 0，不可能等于 1。

原方程组没有解，解集为∅.
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例 3：两种几何视角（无解）


x + y + z = 6,
2x + 3y + z = 11,
3x + 4y + 2z = 18.

三个平面两两相交，但没有公共点。

x ©­«
1
2
3

ª®¬︸︷︷︸
a1

+y ©­«
1
3
4

ª®¬︸︷︷︸
a2

+z ©­«
1
1
2

ª®¬︸︷︷︸
a3

= ©­«
6
11
18

ª®¬︸︷︷︸
b

.

a1
a2

a3

O

b

b在平面外，不能由这三个列向量表示。
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从行阶梯形判定解的情况

定理：方程组的相容性

第一步：检查是否存在矛盾行。
(0 · · · 0 | c), c ≠ 0.

存在矛盾行，则方程组无解。

定理：唯一性与自由变量

第二步：没有矛盾行时，检查系数部分的主元。

每个未知量对应的列都有主元 无自由变量，唯一解。

至少一列没有主元 存在自由变量，无穷多个解。

若有 n个未知量、r个系数主元，则自由变量有 n − r个。
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矩阵的秩：三个例子

定义：矩阵的秩

矩阵M的秩 rank(M)等于其行阶梯形中主元的个数。

原增广矩阵 [A | b] 行阶梯形 秩

例 1 ©­«
1 1 1 6
2 3 1 11
3 4 3 20

ª®¬ −→ ©­«
1 1 1 6
0 1 −1 −1
0 0 1 3

ª®¬
rank(A) = 3,

rank([A | b]) = 3.

例 2 ©­«
1 1 1 6
2 3 1 11
3 4 2 17

ª®¬ −→ ©­«
1 1 1 6
0 1 −1 −1
0 0 0 0

ª®¬
rank(A) = 2,

rank([A | b]) = 2.

例 3 ©­«
1 1 1 6
2 3 1 11
3 4 2 18

ª®¬ −→ ©­«
1 1 1 6
0 1 −1 −1
0 0 0 1

ª®¬
rank(A) = 2,

rank([A | b]) = 3.
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用秩表示解的判定条件

定理：线性方程组的秩判定

对 n个未知量的方程组 Ax = b：

秩的关系 解的情况

rank(A) < rank([A | b]) 无解

rank(A) = rank([A | b]) = n 唯一解

rank(A) = rank([A | b]) < n 无穷多个解

本讲三例中，两种秩依次为 (3, 3)、(2, 2)、(2, 3)。
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简化行阶梯形与高斯—若尔当消元

定义：简化行阶梯形

在行阶梯形基础上，再满足：

1 每个主元等于 1。
2 每个主元所在列的其他元素都等于 0。

例如 ©­­«
1 0 2 7
0 1 −1 −1
0 0 0 0

ª®®¬ .
高斯消元 向下消元，得到行阶梯形，再回代。

高斯—若尔当消元 继续向上消元，得到简化行阶梯形，直接读出解。
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例 1：向上消元第 1 步，消去第二行的 z

本步操作： R2 ← R2 + R3

增广矩阵©­«
1 1 1 6
0 1 −1 −1
0 0 1 3

ª®¬
⇓©­«

1 1 1 6
0 1 0 2
0 0 1 3

ª®¬

方程组
x + y + z = 6
y − z = −1
z = 3
⇓

x + y + z = 6
y = 2
z = 3

(0, 1,−1 | −1) + (0, 0, 1 | 3)
= (0, 1, 0 | 2).

(y − z) + z
= −1 + 3 = 2.

利用第三行的主元，消去第二行中 z的系数 −1，得到 y = 2。
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例 1：向上消元第 2 步，消去第一行的 z

本步操作： R1 ← R1 − R3

增广矩阵©­«
1 1 1 6
0 1 0 2
0 0 1 3

ª®¬
⇓©­«

1 1 0 3
0 1 0 2
0 0 1 3

ª®¬

方程组
x + y + z = 6
y = 2
z = 3
⇓

x + y = 3
y = 2
z = 3

(1, 1, 1 | 6) − (0, 0, 1 | 3)
= (1, 1, 0 | 3).

(x + y + z) − z
= 6 − 3 = 3.

继续利用第三行的主元，消去第一行中的 z，得到 x + y = 3。
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例 1：向上消元第 3 步，消去第一行的 y

本步操作： R1 ← R1 − R2

增广矩阵©­«
1 1 0 3
0 1 0 2
0 0 1 3

ª®¬
⇓©­«

1 0 0 1
0 1 0 2
0 0 1 3

ª®¬

方程组
x + y = 3
y = 2
z = 3
⇓

x = 1
y = 2
z = 3

(1, 1, 0 | 3) − (0, 1, 0 | 2)
= (1, 0, 0 | 1).

(x + y) − y
= 3 − 2 = 1.

得到简化行阶梯形，直接读出解：x = 1, y = 2, z = 3。

刘西之 中国科学技术大学 MATH1009 线性代数（B1） 第 3 讲 2026 秋季 134 / 142



例 2：向上消元得到简化行阶梯形

本步操作： R1 ← R1 − R2

增广矩阵©­«
1 1 1 6
0 1 −1 −1
0 0 0 0

ª®¬
⇓©­«

1 0 2 7
0 1 −1 −1
0 0 0 0

ª®¬

方程组
x + y + z = 6
y − z = −1
0 = 0
⇓

x + 2z = 7
y − z = −1
0 = 0

(1, 1, 1 | 6) − (0, 1,−1 | −1)
= (1, 0, 2 | 7).

(x + y + z) − (y − z)
= 6 − (−1) = 7.

令 z = t，仍得 (x, y, z) = (7 − 2t, t − 1, t)，t ∈ R。
刘西之 中国科学技术大学 MATH1009 线性代数（B1） 第 3 讲 2026 秋季 135 / 142



齐次线性方程组

定义：齐次线性方程组

常数项全为 0的线性方程组称为齐次线性方程组。

Ax = 0 ⇐⇒


a11x1 + · · · + a1nxn = 0,
a21x1 + · · · + a2nxn = 0,

...

am1x1 + · · · + amnxn = 0.

定义：平凡解与非平凡解

平凡解（零解）：x = 0 = (0, . . . , 0)T。
非平凡解（非零解）：满足 x ≠ 0的解。
齐次线性方程组总有平凡解。
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齐次线性方程组解的判定

推论：齐次线性方程组解的判定

设 A ∈ Rm×n，r = rank(A)。对于 Ax = 0：

秩的条件 解的情况

r = n 只有平凡解（零解）。

r < n 有非平凡解（非零解），且有无穷多个解。

特别地，若 m < n，即方程个数少于未知量个数，则必有非平凡解。

证明。在 A的右侧添上零列，不会增加主元，因此
rank([A | 0]) = rank(A) = r.

由前面的秩判定定理及平凡解总是存在，即得表中两种情形。

当 m < n时，由 r ≤ m < n，得到必有非平凡解。 ■
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一般线性方程组与齐次线性方程组的解

定义：特解

方程组 Ax = b的一个具体的解，称为它的一个特解。

定理：一般线性方程组解的结构

设 Ax = b有解，取定一个特解 xp。则其全部解为
x = xp + 𝜼, A𝜼 = 0,

其中 𝜼取遍对应齐次方程组 A𝜼 = 0的全部解。

证明。若 x是一般方程组的任一解，则
A(x − xp) = Ax − Axp = b − b = 0.

反之，若 A𝜼 = 0，则
A(xp + 𝜼) = Axp + A𝜼 = b + 0 = b. ■
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例 2：方程组形式

原方程组


x + y + z = 6,
2x + 3y + z = 11,
3x + 4y + 2z = 17.

对应的齐次方程组


𝜂1 + 𝜂2 + 𝜂3 = 0,
2𝜂1 + 3𝜂2 + 𝜂3 = 0,
3𝜂1 + 4𝜂2 + 2𝜂3 = 0.

系数保持相同，右端常数项全部改为 0。
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一般线性方程组：两种几何视角


x + y + z = 6,
2x + 3y + z = 11,
3x + 4y + 2z = 17.

公共交线不经过原点。

x ©­«
1
2
3

ª®¬︸︷︷︸
a1

+y ©­«
1
3
4

ª®¬︸︷︷︸
a2

+z ©­«
1
1
2

ª®¬︸︷︷︸
a3

= ©­«
6
11
17

ª®¬︸︷︷︸
b

.

a1
a2

a3

O

b

线性组合的目标是 b = (6, 11, 17)T。
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齐次线性方程组：两种几何视角


𝜂1 + 𝜂2 + 𝜂3 = 0,
2𝜂1 + 3𝜂2 + 𝜂3 = 0,
3𝜂1 + 4𝜂2 + 2𝜂3 = 0.

O

𝜼 = t(−2, 1, 1)T , t ∈ R.

𝜂1
©­«
1
2
3

ª®¬︸︷︷︸
a1

+𝜂2 ©­«
1
3
4

ª®¬︸︷︷︸
a2

+𝜂3 ©­«
1
1
2

ª®¬︸︷︷︸
a3

= ©­«
0
0
0

ª®¬︸︷︷︸
0

.

−2a1

a2

a3
0

−2a1 + a2 + a3 = 0。
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例 2：矩阵形式与解的关系

A = ©­«
1 1 1
2 3 1
3 4 2

ª®¬ , b = ©­«
6
11
17

ª®¬ , A ©­«
7
−1
0

ª®¬ = b.

对应齐次方程组 A𝜼 = 0，消元得到

[A | 0] −→ ©­«
1 1 1 0
0 1 −1 0
0 0 0 0

ª®¬ =⇒ 𝜼 = t ©­«
−2
1
1

ª®¬ , t ∈ R.

©­«
x
y
z

ª®¬ = ©­«
7
−1
0

ª®¬︸︷︷︸
一个固定特解

+ t ©­«
−2
1
1

ª®¬︸︷︷︸
齐次方程组的全部解

, t ∈ R.
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